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Partie I : Résultats préliminaires Des deux points précédents nous déduisons qu'il 
: : existe yo € F tel que |x — yoll = dr(x). T'(x) est donc 
Soit xe E. On sait que dr(x)=0&xer.MaisF-F non vide. 
puisque F est fermé, alors VxeE, dr)=06xer. 4 a) Soit (u,u) € E?. ||.|| étant la norme associée au pro- 
a) Soient (x, y) € E? et feF.On a l'inégalité triangu- duit scalaire (1.e. xl? = (xlx)), par bilinéarité et sy- 
laire |y—fll<11y-xl+1x-f1. Or ly—fl< vf métrie de ce dernier, on a : 
€. 
done, par transitivité inf|Ly—f1< Ily-xl+ 1x fl. lu +vl?= ul? +2(l0)+ lvl? 
( 
Ainsi et , | | 
VGYNEEXEXF, dr) <ly-xl+ x fl. PR en OS 
b) Soit (x, y) € E?. D'après la question précédente, on En sommant terme à terme les deux précédentes 
ai: égalités, on obtient l'égalité demandée : 
VfeF, dr)<ly-xl+lx-fll I +ul + lu ul? =2(lul? + lol?) 
Donc, en passant à la borne inférieure, on obtient b) En utilisant la formule de la question précédente 
dr(y) <ly-xl + Ix— fl. Ce qui équivaut suc- avecu=f-xetu=f —x, on obtient: 
: : 2 2 2 2 
cessivement à dp(y) < Ily-x||+dr(x) ou encore Nf-x+f'-x]"+]f-x-f'+xl =2{If-xI +|f'-x| À 


dr(y)- dr(x) < Ily-xl. Par symétrie des réels de 
x et y nous avons aussi bien dr(x)-dr(y) < |y-—x|. 
D'où 


Puisque f et f’ réalisent la distance minimale àF, 
alors 


LF+ 2x +1 FT = ddr Gr). 
Comme par hypothèse f £ f',||f -f'| >0, alors 
|f+f'-2x|? <4dr(x}, 


ce qui équivaut à 


Idr(y)-dr(x) < |y—xll. 


Ainsi 
V(x,y)€E?, Idr(y)-dr@< ly-xl. 
Autrement dit, dr est 1-lipschitzienne sur £. i 
= — ie 2 2 
a) °_xo e F et X0 € B(xo,r) donc X0 € B(x;r)n F et 4 If +f 2x | <dr(x) À 
B(xo,r)nF #6. ou encore à 


* E est euclidien don E est isomorphe à R”. Donc 1 ; 2? detxŸ 
les compacts de E sont ses fermés bornés. 2 (F+F)-x) <drtY. 
° Or B(xo,r) et F sont des fermés donc B(xo,r)nF Cette dernière inégalité est impossible car elle 
est un fermé et B(xo,r)nF est borné puisqu'il est contredit la caractère minimal de f. En effet F 
| _ _ R 1 
inclus dans B(x0,r), donc B(xo,r)nF est une partie étant supposé convexe, = (f + f’) est un élément de 
compacte et non vide de E. 2 
: ci 1 1 par) < dr(x) 
b) Démontrons l'existence et l’unicité d’un minimum F pour lequel |x 2 FR 
pour dr sur E. Nous avons donc démontré en raisonnant par 
<SifeF\B(x,r) alors | f-xl >r =Ilxo-xl > dr(x). l'absurde qu'il ne peut y avoir qu'un élément dans 
Donc si dr admet un minimum alors celui-ci est I(x). 
forcément atteint pour un élément de K. à Soitte[0,1] Ona: 
K —  TO,r 
+ Considérons 7 : “ . D'après la 
RP d PE) = I -7G)+ 7) - xl? 


deuxième inégalité triangulaire : 5 

= ÉG-rQ +26 —7(x))Ir(x) — x) 
O)-y@N=lx-yl-lx-2ll<ly 21 rl 

quelque soient y et z dans E. Ainsi y est 1- : 32 

lipschitzienne et donc continue sur K. L'image = lf-7œI : HA OMR 

continue d’un compact étant un compact, donc +IxG@x) — xl”. 

y) est un segment de R et y atteint ses bornes. 


va | Donc y est une fonction polynomiale de degré 
Donc il existe yo € K tel que inf YO) = yo). 
yE 


1 ou 2 suivant les valeurs de ||f -x(x)||. 
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ü. Soit te [0,1]. F est convexe et (x(x),f) € F? 
donc (1-t)n(x)+tf e F. Puisque 7x) réalise 
la distance minimale à F : 


IC #)7(x)+tf) xl  IIx(x) — xl. 
Donc, la fonction carré étant croissante sur 
R:+ : 
g(t) > q(0). 


Donc la roRGton @ admet un minimum égale 
à [7(x) — xl qui est atteint en 0. 

Démontrons maintenant l'inégalité 
(f — x(x)lx — x(x)) < 0. Deux cas sont possibles : 
+ Si f = x(x) alors l'inégalité à démontrer est 
triviale puisque (f — r(x)|x — 7(x)) = 0. 

+ Supposons f £ r(x). Dans ce cas @ est poly- 
nomiale de degré deux. La courbe représenta- 
tive de @ prolongement de ® à R, est une para- 
bole convexe (le coefficient dominant est stric- 
tement positif). 

Comme % admet un minimum en 0 sur [0,1], 
@ est nécessairement strictement croissante 
sur [0,1]. Donc le minimum absolue de $ sur 
R est atteint en un nombre fo < 0, caractérisé 
par #/(to) = 0. Compte tenu de l'expression ré- 
duite de y), to < 0 est équivaut à 


_24 -xG&)Ix(x) — x) 
211f -7(x)l? 


Donc nécessairement : (f — x(x)|x — x(x)) < 0. 


< 0. 


FIGURE 1 -— Projection sur un convexe 


d) Soit ze F. Considérons la fonction : 


fu — R 
7 t — I(A-02+tf-x|2 
En raisonnant comme précédemment, puisque 
(f -zlx-—2) < 0, y, est croissante sur [0,1], donc 
@2(0) < p,(1), c'est-à-dire 
lz-xl? < If -xl?. 
Ainsi: VfEeF, |z-x| <||f -xl. Autrement dit z 
est un élément de F qui réalise le minimum de la 


distance de x à F. T(x) étant un singleton, nécessai- 
rement z = xx). 


Partie II : Étude en dimension 1 
Pour tout x ER, dypx) = [x — 0] = |xl. On en dé- 
duit que dyy est dérivable sur R* et que dé) = 
1, sit<0 


. . din n’est pas dérivable en 0. 
1, sit>0 


Pour tout n € Z, In,n +1[ est un ouvert. Donc : 
Ü Qn,n +1D est un ouvert. D'où : Cr | UJ1n,n + 1) est 


nez nez 
un fermé. Autrement dit Z est un fermé. 


Z, Z ver 
L'application o(#) = . est une bijection 
x — x 


de Z sur lui même . Ainsi d7(x + 1) = min x +1-k| = 
€ 

min/x—(k-—-1)| =min|x-o(k)| =min|x—/| = dz(x), donc 

keZ keZ lez 

dz est 1-périodique. 

De même dz7(-x) = min|- x—k|= min |x + k| = min |x — 
eZ 

1] = dz(x), donc dz est paire. 

Soit x € [O, 1[ fixé. Si k <0,|x-k|=x-k>x-(-1) = 


x+12>x, de même si k > 1, [x -1| > 1. Par ailleurs 
Ix—-0[=x<1et|x-1|<1-0=1. Ainsi, 


dz(x) = minix- k| = min(x, 1-x). 


SixeR,x-—{x] e[0,1[ et par conséquent : 


dz(x) = dz(x-|x]) = min + —#| = min(x—{|x],1-x+1|x]). 


Puisque dz(x) = min(x-{x],1-x+1[x|), alors 


dz(x) = 


1-x, sixe 


| 
—, Î 
2 


Le graphe de d7 se déduit de celui de sa restriction à 
[0, 1[ par translation du faite de la 1-périodicité. 


és, 


FIGURE 2 - Le graphe de dz 


Avec l'expression trouvée à la question précédente il 
est aisé de déterminer la dérivabilité de dz : 


0.5 
72 
| 
= 
2 


1 
. dz est dérivable à droite en Oeten à et (dz), (0) = 
1 
(dz), () = 1. 


1 
. dz est dérivable à gauche en > et CAE ]- = -1. En 


1, site 


d4)= 


—1, site 


1 
conclusion d? est dérivable sur [0,1[\ 5 l 


10. Développement en série de Fourier de dz. 


a) 


Soit n € Z. Par définition, on a : ch(dz) = 
È 


: “à (te 29% dr. D'après la relation de Chasles : 
—2 


0 : 1 
Cn(dz) = | : dy(tje” Ÿ277t at+ [” dy(tje” Ÿ277t dt. 
T2 0 
2 


En procédant à un changement de variable d’inté- 
gration : 


i 1 
Cn(dz) = fe der ae+ [” dy(tje "277t dt 
0 0 


Par parité de dz : 
5 i 
end2= |” dre" ae+ fazer dt. 
0 0 
Par linéarité de l'intégration : 


1 
[ec [ei2rrt + ein) dt 
0 


Cn(dz) 


1 
fe dz(t)2cos(2nxt) dt 
0 
1 


2 [” tcos(2nrt) dé 
0 


1 
LATE 
Sin=0, co(dz)=2 (56 | + 
Supposons maintenant n # 0. Les fonctions com- 
posant l'intégrale sont de classe 1, donc, par in- 
tégrations par parties, on obtient : 


1 1 
1 2 2 1 
Cn(dz) = 2|| tira ; -f — sin(2nrt) dé 
2n7 o Jo 2n7 
St. 2 
= 2|——|-—— cos(2nxt) 
2nr | 2n7r 0 
2 
= 1)" -1 
Cr | 
1 
Finalement, co(dz) = n et Vn e Z\{0}, cn(dz) = 
(-1)" - 
Qn2x? 


Puisque dz est de classe €! par morceaux sur R la 
série de Fourier converge simplement vers la nor- 
malisée de f (théorème de Dirichlet). Comme de 
plus f est continue, la série de Fourier converge 
simplement vers dz sur R. 


dz est continue et de classe €! par morceaux sur 
R donc la série de Fourier converge normalement 
vers dz. Et de la convergence normale nous dé- 
duisons que la série de Fourier converge unifor- 
mément sur R. 


, 1 
Par comparaison aux séries de Riemann ÿ) — 


neNx À F 
(a > 1), on peut vérifier facilement la convergence 


des séries en question. 


+ Puisque la série de Fourier converge simplement 
vers dZ sur R, en particulier en zéro : 


| 


dz(0) = co(dz)+ > ctdrie ae - (is )er verre 


k=1 
Autrement dit : 
L'= 1) -1 1) 7-1 
de RS : = (—-1) = 
4 = 2n°7 2(-n)°7 


ce qui nn successivement à 
> —2+(-— Dee 177 
4 =) 


Le a ne la n de n, on obtient 
2 Ce) 
T° 1 
0 CR +1)? 


ou encore 


4 - 3) > re 
D'où : 


D ne 
ETS 8 


+ Soit n € N avec n > 3. En rassemblant les 


termes d'indices pairs et impairs successifs, on ob- 
2n+1 nn. 1 


tient — =1+ — + ——., ce qui équi- 
Ar À 4h27" Q@h+17 TA 
l 2n+1 12 1 n 1 
valent à =1+ + . Toutes 
À k2 4 À h? vs (2h +1} 


les sommes intervenant dans cette égalité corres- 
pondent à des séries convergentes, donc : 


y > =1+ 


n=17 4ysin 8 


Enfin : 
Se É TT 
2e nm are L 


+ Puisque d7 est continue, nous pouvons utiliser 
l'égalité de Parseval-Bessel : 


Idz12 = Ico(dz)? + Y (Ier (47)? +Ic-, (dz)?) 
n=1l 


(—-1}" - 2 (1) 7-1 2 
dz(&)f dt=|-| + 
[' 2 JE 2n a X-n)?r? 
1 2 2 
ZuS 1 © 2 5 | 
2 t dt = — 
1h 16 * 2 |204+ 12 DEcrn 
1 12 ,28 
2185 =—+— 
(5 L"s een 
1 
1 5-2 
L 222 Al 
48 2 Zi (2k+Dt 


x [e,e] 
96 À Gr . (2k + 134 


Enfin 
D RE É 
= @n + @n+1}? 96 


11. 


12. 


+ Soit n e N. En rassemblant les termes d'indices 
pairs et impairs successifs, on obtient : 
1 1 


2n+1 1 n 
— =1+ à 
2 R4 À 16h (2h+1) 


Toutes les sommes intervenant dans cette égalité 
correspondent à des séries convergentes donc : 


CO: AT JO TE «12 1 

>» 47 E DS 4 

n=1t 16 n=1t n=0 (2k EL 1) 
DS PR 
16nt 96 

D'où : 

CS! 1 
Lin © 96 


a) La relation - est clairement réflexive et sy- 


a) Comme à la question 7.,dp(x)=min(x-a;,,b;,-x), 


b) 


métrique. Montrons que - est transitive, soient 
(x, y,2) € D avec x -— y et y - z. Notons a, b, c 
et d des éléments de Q tels que (x, y) ela,bl[ et 
(y,2) elc, dl. 

Puisque y ela,blnlc,dl, la,b[nlc,dl£ #9. Donc 
Ja, b[Ulc, dl est un intervalle ouvert. Comme Ja, b[e 
Q et le,dle Q, Ja,bfnle,dl est un intervalle de Q 
qui contient x et y. Autrement dit x - z et par 
conséquent - est transitive. Ainsi - est une rela- 
tion d'équivalence. 


+ Par construction tout élément d’une classe 
d'équivalence admet un voisinage ouvert (l’inter- 
valle Ja, b[) donc toute classe d'équivalence est un 
ouvert de R. 

+ En raisonnant comme pour établir la transiti- 
vité il est aisé de s’assurer qu’une classe d’équiva- 
lence est connexe par arcs donc connexe. Les par- 
ties connexes de R sont les intervalles. 

+ Les classes d’équivalences formant une partition 
sont nécessairement disjointes deux à deux. 

Les classes d’équivalences sont des intervalles ou- 
verts deux à deux disjoints. 


Soit Ja, b[ une classe d'équivalence. Par densité de 
Q dans, il existe q € Qn]la, b[. Notons I l’ensemble 
des éléments g ainsi obtenus pour chaque classe 
Ja, b[ et notons alors a, = a et b, = b. Par construc- 
tion, la famille (las, b4[) gercQ St une partition dé- 
nombrable de Q. 


et comme à la question 8., 


x—ai, Si xelai,,mol 


dr(x) = ; , 
bic —X Sil xE ]mo, bi, | 

diot bic 

DE 

D'après la question précédente dr est une appli- 

cation affine par morceaux sur Ja;,,b;,[. D'où : 


où m0 = 


13. 


. dr est dérivable sur Ja;,,mol et pour tout x € 
Jai,,mol | dr(x) = 1. 

* dr est dérivable sur ]mo,b;,[ et pour tout x € 
]mo, bi, | : dr(x) =-1. 

.  dr(x)-dr(mo) 
NN —- 


° lim 1. 
LM x—mo 

.  dr(x)-dp(mo) 
° lim =-1. 
x—m$ X—mo 


Aïnsi dr est dérivable sur la;,,b;,[\{mo} et 


d' (2 = 


1 si xe Jai,,mol 


—1 si xe ]mo,bi,| ‘ 


Puisque F # 6 etxe F sur l’ouvert F, dr est iden- 


tiquement nulle. dr est donc dérivable sur F est sa 
dérivée est la fonction nulle. 


14. 


b) 


a) On a F =J0,1I, donc Fr(F)=F\F = {0,1}. D'après 


la question 12, (dr), (0) = —-1 et d’après la question 
13, (dr),(0) = 0 donc dr n’est pas dérivable en 0. 
De même (dr)e (1) =0et(dr),(1)=1 donc dr n'est 
pas dérivable en 1. Ainsi dr n’est dérivable en au- 
cun point de Fr(F). 
i. Q est une réunion d’ouverts donc est un ou- 
vert. Donc son complémentaire dans R, qui est 
F, est un fermé. 
: lis 1 1 1 
Soitn >2.Ona0<-<-et0< | :)- 
: AE n 2 n \n n 


1 
ae Donc Q € lo; et comme une 


n 8 2 

1 Le] 
réunion d’ouvert est un ouvert Qc | 0, ;)) ; 
1 | ï 
0, : | Nous déduisons de ce qui 


Donc Qc 
précède que DEF. 


De plus 0 € Q car 0 est limite de la suite 


Re +. ° 
( -—| . Donc 0€ CRrQ = (CRQ) = F. D'où 
2 


n n n> 
0e Fr(F). 
ü. Montrons que les intervalles |—-—,-—| sont 
ne 
deux à deux disjoints pour n > 2. 
Soit n >2.Ona: 
1 1 _n{n+1)-(n+1)-n° 
n On n+l. n$(n +1) 
: n?-n-1 
” n#(n+1) 
1+V5 1-V5 
D'autre part, X 2_x-1- (x * (x a : 
1+V5 | 
Comme 2 > ae n-n-1>0 si 
1 1 ; 
n > 2. Ainsi < —-— et donc les in- 
n+1 n n 
tervalles | ==; sont disjoints deux à 
n n°n 


deux. Donc il existe un unique n > 2 tel que 


iii. 


1 1 1 


ge ===, -|. De plus, d’après ce qui pré- d) i. Puisque dr est supposée différentiable en xo 
In nn et dr(xo) = 0, alors la définition de la différen- 
cède, 1 cd tielle donne, pour tout h€E : 
SD ne HR dr(xo+th)=(Vdr(xo)lth)+|th|leGR) 


1 2 1 
Donc n < - <n+1et par conséquent n = | — |. 
x x 


1 | 
Soit xe |0, 2l: Deux cas sont possibles : 


*<SixeF, alors dr(x) = 0 et l'inégalité propo- 
sée est vraie quelque soit C. 


.Sixe Q, d’après les questions précédentes, il 


1 1 
= | Donc 
nn 


dr< 5 | ( s)|<3 1 
x . —. 
FU S9ln \n n3]] 2 n3 


; 1 
existe n > 2tel que re |» 
n 


1 1 
Puisque n = Ë , alors dr(x) < 5" 


iv. D'après la question 14.(b)i, 0 e F donc dr(0) = 


0. D'où, pour tout x > 0, on a: 


dr(x)-dr(0) dpr(x) _1 2 
= EC 
x—0 x 2 
Donc lim CHE AN Ar) 
x—0+ x—0 


vable à droite en 0 et (dr), (0) = 0. 


= 0. Aïnsi dr est déri- 


avec lime(th) = 0. Donc 
dr(xo+th)=t(Vdr(xo)lh) + , o (). 
où o(£) = [él Alle(th). 


. SoitheÆE. De la question précédente nous dé- 


duisons |xo+th-—xoll =t(Vdr(xo)h)+ ; AUZ et 
donc |é|-|hl| =#(Vdr(xo)lh)+ LA ou encore 


Al = sgn()(Vdr(xo)\h) + 0 (D: 


Les limites à droite et à gauche en + = 
0 ne coïncident pas, donc nécessairement, 
(Vdr(xo)lh) = 0. Ainsi: VhEeE, (Vdr(xo)lh)=0, 
donc Vdr(xo) = 0. 

D'après la question 15.(c) |Vdr(a)l = 1 pour 
tout a € E \{xo}. Nous en déduisons (la norme 
étant continue) : |Vdr(a)|| _. 1 ce qui contre- 
dit la nullité du gradient en xo. 

L'hypothèse dr est différentiable en xo 


conduit à une contradiction. Nous avons dé- 
montré en raisonnant par l'absurde que dr 


v. Puisque dr(x) = 0 pour tout xeF, dr est déri- n'est pas différentiable en xo. 


vable à gauche en 0 et (dr),(0)=0.Entenant 16. 
compte du résultat de la question précédente, 
dr est dérivable en 0. 


a) SoitxeÆ. Notons p la projection orthogonale sur 
F. Soit f e F. Montrons que p(f) € T'(x). Puisque 
par construction (x— p(x)) L (p(x)— f), d’après le 


Partie III : Étude de cas particuliers en dimension n théorème de Pythagore, on a : 


15. a) Il est évident que dr(x) = [x -xoll. Si [x -xol = 0 
alors x = xo. la réciproque étant immédiate. Ainsi, 
pourtoutxeE, I'(x) = {x}. 

b) Soient (x,h)e E?,ona: 


g@+h)=1|x+h-xol? = x -x0+A 2. 


x FI = x PGI? + 11pG) - FIP 2 x — PGI? 
D'où VfeF, Ix-f|l| > IIx-pGx)ll avec égalité si, et 
seulement si, f = p(x). Donc p(x) est l’unique élé- 
ment de F qui rélise le minimum, d’où 


VxeE, I(x)= | 
Par bilinéarité et symétrie du produit scalaire SE 


gx+h) = [x-xol?+2(x-x0lh)+ IA? 
gG+h) = g@)+@-xo)h)+ 0 (AI) 


Donc g est dérivable en tout x de E et Vf(x) = 
2(x = Xo). 

c) La fonction g est différentiable sur E \ {xo} et stric- 
tement positive. La fonction ,/. est dérivable sur 
R. Donc dr = ,/g est différentiable sur E \{xo} et 


d(dr)a (h) = d(y£)a(h) 
1 
= ——— x(2(a—xo)lh) FIGURE 3 - La projection orthogonale sur F 
24/g(a) Pro) ë 
1 
= x (2(a — xo)|h) b) OnaVxeE, d?(x) = |x-—p(x)|l?. p est linéaire, donc 
2VIla—xol? dr est différentiable comme composé des applica- 
_ 1 & x) tions ||.|? et 19e = D De plus, d’après la question 
Ia —xoll 15.b), Va,h)eE*,ona: 
Ainsi dr est SHC MeBIS sur E \ {xo} et Va € E \ d(d?)a(h) = 2(a — p(a)lh — p(h)) 
{xo}, Vdr(a) = Fe ee I (a = x). = 2(a — p(a)|h)) _ 2(a — p(a)|p(h)). 


Or a-—p(a) et pa) sont orthogonaux, donc 
(a— p(a)|p(h)) = 0. Ainsi Vd?(a) = 2a — p(a)). 


c) Procédons comme dans la question 15.(c). dr = 
\/d? est différentiable sur E \F et VaeE\F, 


VheE, on a: 
d(dr)(a)=d|\/d%| (h) 
1 
= x(2(a—x(a)) | h) 
2,/d(a) 
1 
= x (2(a— x(a)) | h) 
2V|la -x(a)|? 
1 
: ci @-rt)| »] 
Ainsi dr est différentiable sur E\F et VaeE\ 
F, Vdr(a)= —————\(a - x(a)). 
la — x(a)|| 


d) i. Puisque dr est supposé différentiable en a et 
dy(a)=0, alors pour toutter,ona: 


dr(a+th)=(ulth)+ AU 
De plus dr(a+th)=|la+th-n(a+th})l| =léhl, 
caraeFettheF+. Donc 

léRI = (uléh)+ AU 

ou encore 

IA = sgn(é)(ulh) + 0 (D 
En particulier en passant à la limite quand # 
tend vers 0*, on obtient : 

IAEUIE 
ii. le terme à droite dans l'égalité [Al] = (ulh) est 

linaire, par contre h — 


y a donc une contradiction. En conclusion, dr 
n'est pas différentiable sur F. 


17. Étude d’un cas particulier. 


y 21. 
22. 


FIGURE 4 - L’allure de F 24. 


18. 


19. 


Ih| n’est pas linaire, il 20. 


b) Soit 1 :(x,y— y et pa : (x, y — y 2x7. p1 et pe 
sont des fonctions polynomiales, donc continues 
sur R?. Comme F = p,'(R )Up3 (R')et R° et R* 
sont fermés, alors F est fermé comme réunion de 
deux fermés. 


Il est clair que (0,0)e F =F. Mais (0,0)€ F puisque 
1 1 1 1 

VneN", e) é F et lim 5) = (0,0). Donc 
nn n-co\n’n 

(0,0) € Fr(F). 


SiueF, dr(u)=0<ul?.SiueR?\F, écrivons 
u = (a,b),(a,0)€ F. Or dr(u)= [lu —-(a,0)|| ={b|. Par 
définition 0 < b <a? donc dr(u) = b?< Iu 2. 


(@) 
eZ 


ES 


e) On a dr(u)=0+0+|ulle(u) avec lim e(u) = 0, donc 
Ds 
dr est différentiable en 0 et Var(0) = 0. 


Partie IV : Distance à la sphère unité 


a) a et u sont colinéaires, alors Vect(a, y) contient les 
trois vecteurs, c’est un plan ou une droite. 


b) OnaxeS=Fn?slx|=1etxe Z. Donc est le 
cercle unité de Z. 


c) Soit ve ? tel que (u,v) soit une base orthonormée 
de Z. Posons y = cos(@)u +sin(8)v. Alors ||a = y? = 
(lall —cos(8) 2 +sin?(9) = al? +1-21al|cos(6). Cette 
quantité est minimal pour cos(8) = 1, c’est-à-dire 
0 = Of2x], ce qui équivalent à y = u. Aïnsi T(a) = 
{u}. 


. 1 1 
«<Sia£0,dp(a)=|la-—al =|1-—||al =|Ial-11. 

all Ia l 
eSia=0,VyeF,||y-0| = 1 ou encore dr(0) = 1 = 


Hall — 11. 


Pour a Z 0, |.I| est différentiable en a, et si de plus a # 
F,llal-140etl|. est différentielle sur R*. Par compo- 


sition, d(dp)a(h) = sign(Ial — 1) LE) de sorte que 


Vdr(a) = sign(llall - Do 


D'après la question 19. T(0g)=F. 

On a dr(a+tu)=1||la+tul -11=1|1+#1lal -1]=11+ 
t|—1| = |é] si é > —-1. Si dr est différentiable en 0, alors 
t— dr(a+ta) est dérivable en 0 par composition, donc 
t— |é| est dérivable en 0 ce qui est contradictoire. 

a) Pourtel-1,1[,ona 

pG)= dr(tv)=|lévl-11=1lélul-11= 11-11 = 1-16. 
Donc n’est pas dérivable en 0. 

b) On a ® = droL avec L:t- tv linéaire donc dif- 
férentiable. Si dr était différentiable en 0, @ serait 
dérivable par composition, ce qui est absurde. 


Partie V : Une condition nécessaire de 
différentiabilité à l'extérieur de F 
a) L'application dr étant 1-lipschitzienne, donc 
ldr(a+tu)-dp(a)|<|la+tu-—al ={t#|IIu|. 
En particulier, si t>0, dr(a+tu)-dp(a)=<t|ul. 


b) 


25. 


b) 


26. 


Ce 
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a) Le vecteur 


dr étant différentiable en a, l'inégalité précédente 
dr(a+tu)-dp(a) 


entraîne lim < |u|, ou encore 
t—0 


(Vdr(a)lu) < ||ull, donc lu? < |u|| et par consé- 
quent |lu|| < 1. 


a) Dans ces conditions a —x et x-— y sont colinéaires, 


donc l'inégalité triangulaire est une égalité ||a — 
yl=la-x+x-y|=1la-xl+1x- y, d'où 
Ix—yl = dr(a)—Ila-xll. 
Comme dr est 1-lipschitzienne, alors dr(a)—||a — 
xl < dr(x), d'où dr(x) <|x— y = dr(a)-|la- xl < 
dr(x), par conséquent 
dp(x)= |Ix-7l|. 


a — tv s'écrit sous la forme 


t t 
1 + , d'après le résultat de la 
ro) ap)” ° 
question précédente 


dr(a—tv) = {|la-tv-y|=dpr(a)-||a-tv+a|| 
= dr(a)-t|v|. 
Mais dr(a)=|la-yl||, donc |v|| = 1. Ainsi dr(a-tv) = 
dr(a)-t. 


nn ho 


dr(a-tv)-dpr(a) 
—t 


Pour te 


0, dpr(a) 
étant différentiable en a, lim 
(Vdr(a)lv) = 1, d'où (uv) = 1. 

D'autre part, d'après l'inégalité de Cauchy- 
Schwarz, on a (ulv) < [ulllvll et d’après ce qui 


précède Iu]|| < 1 et [uv = 1. Donc nécessairement 
Iwlllul = 1. 


Dans la question précédente, l'inégalité de 
Cauchy-Schwarz est une égalité, donc w et v sont 
colinéaires, d’où l'existence d’un réel À tel que 
a— y = ÀA(a -— r(a)) avec |[A|=1, donca-y=a-x(a) 
et donc y = (a) ou bien a — y = n(a)-a ce qui 
impossible puisque (lu) = 1 > 0. En conclusion 
F(a) = {x(a)}. 


Partie VI : Étude de la réciproque 


a) La suite (x»)1en étant bornée, il est de même de 


la suite (lx, —-all) donc elle est bornée, d’où 


l'existence de M. 


peN’ 


Pour tout p EN, on a: 
Iypl < y, -al+lal 
< Uy»-x)l+lx) al +lal 
< dr(»)+lx,-al+lal. 
Or dr est continue (car 1-lipschitzienne) et (xp)}pen 


converge, donc le majorant a une limite et par 
conséquent la suite (y»)pen est borné. 


L'espace E étant de dimension finie, donc de toute 
suite bornée on peut extraire une suite conver- 
gente, en particulier (y»)pen admet une valeur 
d’adhérence. 


28. 


c) 


(Yp)pen est une suite d'éléments de F (y, e T(x,)€ 
F) qui est fermé, donc ! la valeur d’adhérence de 
la suite (y»)pen reste dans F. Comme y, # V, alors 
d’après la caractérisation des valeurs d’adhérence 
d’une suite, / #4 V. Ainsile FN(E \V). 


Ona ldr(a)-dF(x)l< la-xpll < M d'où [xp —ypll = 
dr(xp) < M + dr(a). 

Considérons des suites extraites k — x(x),kÀ — Yy(k) 
convergent respectivement vers à, l. dr(x(x)) = 
Xp) — Yo et, par limite dr(a)= ||a—-/|. Comme 
le Fil vient / e T'(a) d’où ! = x(a). 

Ceci est en contradiction avec les données puisque 
1 = n(a)e V et l # V, d’après la question 27.c).En 
conclusion, 


VV E Yn(a)), AU E Y(a), VxEU, I(x)cV. 


a) Comme at F et x(a)e F, alors r(a) £ a et donc 


b) 


c) 


R=|a-x(a)| > 0. 

Soit ye B(a,R)NnF, alors [a - y|| <R = ||la -x(a)| = 
dr(a), donc dr(a) = ||a — y|| et par conséquent y € 
(a) = {n(a)}, donc y = za), ainsi B(a,R)nF = 
{r(a)}. 

i. Il est clair que (t) = at? +2Bt +7 avec a = 
Ix-yl?, B=@-aly-x), y = Ix-al?-2R?. 
C’est un polynôme de second degré puisque 
a=dp(x) >0(xéF car B(a,R)NnF={x}). 

Les deux racines sont données par les for- 
mules classiques 


-B+ VF ar 


a 


“8 VB ar 
a 


et 


Ona y={|x-al?-R?=1|x-al?-dp(a)< 0 et 
a >0, donc B? - ay > f?, la première racine du 
polynôme est donc positive. 

ii. Soit (1—-t)x+tyelx,ylnS(a,R) avecte 0,1], 
donc |(1-#)x+ty-a|? = R? d’où g(t)=0. Donc 
t est l’une des deux racines de p et comme 
t20 alors [x,y1nS(a,R) est un singleton. 

ii. On a pé,y) = IA — éx y)x + fx,yy — all? — R? = 
Ip(x, y)- al? —R? = 0, car p(x, y) € S(a,R). De 
plus 


_ =BG)+V B?(x) — a(x)y(x) 


tx, y) Lo) ; 
avec 
ax) = dp(x} 
B(x) = (x-a,x-—7y) (y est une fonction de x) 
rG) = Ix-al?-R°? 
On a p(x,y)-y=(1-#,,(x- y). Montrons que la 


limite de t,,, quand x tend vers a est 1. 
En effet, puisque y € (x) on a À = dp(x)? et dy est 


continue en a, et dpr(a) Z 0 d’où la limite en a de 7 


29. 


30. 


1 


1 
dF@ÿ ° R? 
D'après Cauchy-Schwarz, on a 


qui vaudra 


l@—aly-x)1<lx-aldr(x), 
donc la limite en a de B est 0. 
Enfin la limite de y en a est -R? donc la limite de 


B2(x) — B(x)y(x) est VRA. 


La limite du zéro positif du polynôme est donc 
1, ainsi Vy e I(x), Him(p(x, y) — y = 0 et par consé- 
quent Ve>0,n>0,VxeB(a,R), Ix-al <n=Vye 
GX), pGx,y)— y <Ee. 

Soit V € Ÿ(x(a)). 

D'après la question précédente Ve > 0, il existe 
U € Ÿ(a) tel que Vx e U1 on a, pour tout y € (x), 
px, y) € B(y,€). 

D'après la question 27. il existe U2 € Ÿ (a) tel que 
Vx e Un, I'(x) € V. Donc Vy e T(x), p(x, y) e B(y,e)n 
F(x) € V. 

Ainsi, VV € Y(a), AU € Ÿ(a), Vx EU, Vy € I(x), 
p(x,y)e V. 

a) Soit xe B(a,R), on a: 


> 


Ix-pG, I? — lle - p@, y)? 
= (x px, x — px, 3:))— a — px, PI? 

(x-a+a-p(x,y;)lx-a+a-p(x, y))- [la - p(x, y? 

= |Ix-al?+2(x-ala-p(x,y:) 

b) On a 
(x-ala-px, y;)=(x-ala-r(a))+(x-alr(a)-p(x, yx)), 
donc il suffit de montrer que 
@&—alr(a)- p(x,yx)) = o(Ix — all). 
En effet, 
IGœ@—alr(a)- px, y,)1< IIx-alliz(a)- px, 7x), 

et d’après le résultat de la question 28.d) 
lim |7(a)— p(x, y+)l| = 0, donc (x—alx(a)— p{x, yx)) = 
o(lx al). 


Puisque p(x,y) € [x,yl,y € I{x),x(x) € F,p(x,y) € 
S(a,R)ona 


Ix— px, IP < Ix-y1l? = d2(x) < Ix-x(a)l? = Ix-a+a-x(a)l? 


31. 


32. 


33. 


34. 


et 
dr(a) = |la -x(a)|? = R? = |la - p{x, y)? 


d'où 


Ix—r (xl 2-la-r@l? < d2(x)-d£(a)< Ix-al?+2(x-ala-x(a)) 


et la question précédente permet d’avoir un o(|x-a||) 
de chaque côté de l’encadrement de 


d?(x) - d?(a)-2(x — ala — (a). 


L'égalité de la question précédente montre que d? 
est différentiable en a et que sa différentielle est don- 
née par d(d?)a : h — Ahla —x(a)). d? étant à valeurs 
strictement positifs sur £ \ F en particulier dans un 
voisinage de a, donc par composition dr = vai est 
différentiable en a et sa différentielle est donnée par 
; (la-xr(a)  (hla-—x(a) 

la-r(@)l dr) 


D'après l'étude précédente, dr est différentiable en 
tout point de Q et sa différentielle en tout point x de 
(Rlx— y) 

dr(x) 

Partie VII : Une condition nécessaire de 
différentiabilité en un point de F 


d(dra:h+ 


Q est donnée par : d(dr);:h— 


a représente un minimum local de la fonction dr sur 
l’ouvert F et comme dr est différentiable en a, alors 
sa différentielle est nulle, ainsi V(dr)(a) = 0. 


a) Par différentiabilité, on a 
dp(a+h)=dpr(a)+(h|V(dr)(a)+|lAlle(h) 
où lim ô(h)= 0, en particulier 
dr(a-tu)=(-tulu)+|él6(6) =-t|ul?+4e(t) 
où lim e(s) =(. 


b) Si V(dr)(a) = u Z 0, alors 


d EU AU 
LC PE AP ALL JE lu < 0. 
#—0*  élu| t0+ t ul 
dr(a-t : 
Donc la fonction é — Fire est de signe néga- 
u 


tive dans un voisinage à droite de 0, ce qui est ab- 
surde. En conclusion, si dr est différentiable dans 
unpointaeF, alors cette différentielle est nulle. 


